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Introduccidén ;1 problema Form no Termodi

Fracciones Continuas

Todo numero x € [0,1] admite una expansién
decimal de la forma
ai

2t
X = — — s
10 ' 102 107

+ ..

donde a; € {0,...,9}.
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Introduccidén 51 problema Forma mo Termodindmico E

Fracciones Continuas

Todo numero x € [0,1] admite una expansién
decimal de la forma

a2 an
X-—»10 +—102-+...+-10n-+.“
donde a; € {0,...,9}. De manera similar, cada

numero x € [0,1] admite una expansién de la forma

1

2t
as+ —

donde a; € N. En este caso, denotaremos
x =|a1,a2,33,...]. Si x es irracional, la
expansién es Unica.
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Introduccidén El problema Formalismc

Si x =la1,a,...], definimos su n-ésimo
aproximante como el racional

Ppn(x 1
nEX; = I = [a1, ..., an].
n a+—
=
an
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Introduccidén 51 prob

Si x =la1,a,...], definimos su n-ésimo
aproximante como el racional

Pn(x)

1

qn(x)

Para bi,...b, €N,

cilindros

/(bla ) bn) =

F. Pérez (PUC)

I = [a1, ..., an].
ay + 1

e +—
an

definimos también los

e P e b

n(x)
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Introduccidén El problema Formalismo Termodinadmico El Teorema

Teorema de Borel-Bernstein, [1], [2]

Theorem (Borel-Bernstein, 1912).

Sea ¢ :N — (0,00), entonces
E(¢p) ={x:€[0,1] :ap > ¢(n) i.0.}

tiene medida de Lebesgue 0 si Zﬁ <oo y 1 si
1 _
ZW = 0.

Para B>1, definimos

E(B)={x:€0,1]:a, > B" i.o.}.
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Introduccidén El problema Formalismo Termodinadmico El Teorema

Teorema de Borel-Bernstein, [1], [2]

Theorem (Borel-Bernstein, 1912).

Sea ¢ :N — (0,00), entonces
E(¢p) ={x:€[0,1] :ap > ¢(n) i.0.}

tiene medida de Lebesgue 0 si Zﬁ <oo y 1 si
1 _
ZW = 0.

Para B>1, definimos
E(B)={x:€0,1]:a, > B" i.o.}.

Tomando ¢(n) = B", se concluye que E(B) tiene
medida de Lebesgue 0 para cada B>1.
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El problema

El Problema

Dado que la medida de E(B) es cero para cada
B >1, necesitamos otra forma de medir su
complejidad. Estamos interesados en estudiar

la regularidad de la funcién

D: (1,00) — (0,1)
B — dimy E(B).
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oduccién El problema Formalismc El Teorema

El Problema

Dado que la medida de E(B) es cero para cada
B >1, necesitamos otra forma de medir su
complejidad. Estamos interesados en estudiar

la regularidad de la funcién
D:(1,00) — (0,1)
B+ dimy E(B).
En su trabajo, Wang y Wu [5] probaron

Theorem (Wang-Wu, 2008).
La funcidén D es continua y satisface

s lim D(B) =1,
B—1

s lim D(B)=1/2.
B—oo
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Introduccién El problema Formalismo Termodinadmico El Teorema

Teorema Principal

Theorem.

La funcién D:Bw dimyE(B) definida en el
intervalo (1,00) satisface las siguientes
propiedades:

m £s estrictamente decreciente,
Es convexa,

limg_,1 D(B) =1,

limg0 D(B) =1/2,

Es real analitica.
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ccidr ;1 problema Formalismo Termodindmico

Formalismo Termodindmico

Consideremos el mapeo de Gauss:
G:[0,1) —[0,1)
1
—{}, si x#0

X

X | =

X
si x=0.

o

G actua como shift en la expansién en
fracciones continuas de x:

X = [x1,X2,x3,...], entonces Gx = [x2, X3, xa,...|
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Introduccidn El problema Formalismo Termodindmico El Teorema

N i e e et

1
3

[
e [

Figure: Grafico del mapeo de Gauss.
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duccidén El problema Formalismo Termodindmico El Teorema

Para t €[0,00) definimos la funcidén presién

P(t)=lim=log Y |(6"Y(x)| ™

n
ai,...,aneN

donde x = [a1,...,an, 31, .., An, A1, -] -
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oduccidn El problema Formalismo Termodindmico El Teorema

Para t €[0,00) definimos la funcidén presién

P(t) =lim “log 3" (G"(9| ™,

alw'-vanEN
donde x = [a1,...,an, 31, .., An, A1, -] -

Theorem (Walters, Mayer).
Para t€[0,00), la presidén de P(t) se puede
calcular como

P(t) = sup(h,(G) + [ ~tlog|G'du}.

donde el supremo se toma sobre todas las
medidas invariantes para G. Una medida que
alcanza el maximo se dice medida de equilibrio
para P(t).
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Formalismo Termodindmico

én El problema

La presidén puede ser aproximiada por la
presidén del mapeo restringido a subcojuntos
compactos invariantes. En efecto
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Formalismo Termodindmico

La presidén puede ser aproximiada por la
presidén del mapeo restringido a subcojuntos
compactos invariantes. En efecto

Theorem (Aproximacién).

Para cada te€[0,00), entonces

P(t) =sup{Pk(t) : K C (0,1) : K compacto e invariante}
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oduccién El problema Formalismo Termodindmico El Teorema

Decimos gque una medida pu; tiene la propiedad de
Gibbs para P(t) si existe una constante k>0
tal que para todo x € I(a1,...,a,) se tiene que

1 /‘t(l(ala ey an))
k< |B"(G")(x)|~texp(—nP(t) + ntlog B) sk
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oduccién El problema Formalismo Termodindmico El Teorema

Decimos gque una medida pu; tiene la propiedad de
Gibbs para P(t) si existe una constante k>0
tal que para todo x € I(a1,...,a,) se tiene que

1 /‘t(l(ala ey an))
k< |B"(G")(x)|~texp(—nP(t) + ntlog B) sk

Las propiedades de la funcién P(t) fueron
extensivamente estudiadas por Mayer [3], [4]
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Introduccidn El problema Formalismo Termodindmico El Teorema

Theorem (Mayer, [3], [4]).

La funcidn

P:[0,00) = R
t— P(t)

cumple las siguientes propiedades:
m Es infinita para t€[0,1/2] y finita para
te(1/2,00).
m Es analitica real en (1/2,00).
m Es decreciente y convexa en (1/2,00).

m Para cada te€(1/2,0), existe una medida de
equilibrio s que cumple la propiedad de
Gibbs.
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cidén El problema Formalismo Termodindmico El Teorema

Figure: Gradfico de la funcidén presidn.
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;1 problema Formalismo Termodindmico

Dimensidén de Hausdorff

Para d>0 yv ACR, definimos la medida
d—dimensional de Hausdorff por

HY(A) = gmlzr}f L%(dlam u)4,

donde U es un cubrimiento de A con diam U <.
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;1 problema Formalismo Termodindmico

Dimensidén de Hausdorff

Para d>0 yv ACR, definimos la medida
d—dimensional de Hausdorff por

HI(A) = lim inf ' d
(A) Jim iny 2:(dlam u)4,
veu
donde U es un cubrimiento de A con diam U <.
Es posible observar que‘Hd es decreciente en

d, con lo que es posible definir la dimensién
de Hausdorff de A como

dimy(A) = inf{d : HY(A) = 0}.
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Introduccidn El problema Formalismo Termodindmico El Teorema

Teorema principal

Theorem.

La dimensién de Hausdorff del conjunto E(B)
corresponde al unico numero sg € (0,1) tal que

P(sg) = sglog B. (1)
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oduccidn El problema Formalismo Termodindmico El Teorema

Del teorema y las propiedades de la funcidn
P(t), obtenemos como corolario:
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Del teorema y las propiedades de la funcidn
P(t), obtenemos como corolario:
Theorem.

La funcidén B+ dimyE(B) definida en el
intervalo (1,00) satisface las siguientes
propiedades:

m Es real analitica,

m £s estrictamente decreciente,
u Iim3_>1 dimH E(B) = 1,

u IimB_modimH E(B) = 1/2.

El Teorema
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ccidr ;1 problema Form mo Termodir co El Teorema

Demostracidén del Teorema

La demostracidén se divide en tres partes. En
la primera parte, mostramos que la expresidn
de Wang y Wu para dimyE(B) satisface la
ecuacidn

P(t) = tlog B.
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la primera parte, mostramos que la expresidn
de Wang y Wu para dimyE(B) satisface la
ecuacidn

P(t) = tlog B.

De esta forma, se concluye que la funcién
B+ dimy E(B) tiene la regularidad pedida.
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cciédr £l problema Forma mo Termodinamico El Teorema

Demostracidén del Teorema

La demostracidén se divide en tres partes. En
la primera parte, mostramos que la expresidn
de Wang y Wu para dimyE(B) satisface la
ecuacidn

P(t) = tlog B.

De esta forma, se concluye que la funcién

B+ dimy E(B) tiene la regularidad pedida. La
segunda y tercera parte demuestran
directamente que la Unica solucidén sg de la
ecuacidén

P(t) =tlog B

es igual a dimyE(B).
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oduccién El problema Formalismo Termodindmico El Teorema

Primera parte

Mas precisamente, Wang y Wu probaron que

Theorem (Wang, Wu).

La dimensién de Hausdorff dimyE(B) de E(B) esta
caracterizada por la siguiente construcciodn:
para a €N, sea spp(a) =inf{p>0:1f,.(p) <1} donde
fna 1Ry =+ R estd dada por

1
foa(p) = Z No*
a1,..,an€{l,...,a} (B”qn)ﬂ
Entonces dimy E(B) = lim lim s, g(a).

a—00 N— 00
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odinamico El Teorema

De esta forma, dg=dimyE(B) satisface
1

1
lim lim —lo ——— =0
a—00 n—00 N g Z |B 2|dB
al,..,an€{l,...,a} n
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duccién El problema Formalismc ermodinamico

De esta forma, dg=dimyE(B) satisface

. .1 1
Jim_ lim ~log ) Bqz/de ~°
a,...,an€{l,...,a} n
Usando la aproximacidén asintdtica
q2(x) < |(G")(x)|"! 1o anterior equivale a

1
lim lim — |Og Z =Y = O,
ameon=een ai,...,an€{l,...,a} ’B(G ) (X)’ ¢

donde x es la sucesidén periddica dada por
[a1, ..y an, a1, ..] -
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ma Formalismc mico El Teorema

Por otro lado, la ecuacidn
P(sg) = sglog B

puede ser reescrita usando la propiedad de
aproximacién como

allﬂmoo P|Ka (SB) = SB |og B

de modo que
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P(sg) = sglog B

puede ser reescrita usando la propiedad de
aproximacién como

allﬂmoo P|Ka (SB) = SB |og B

de modo que

1
lim lim —log ——— =0
ameenmeon al""»a§17“"a} ‘B(GH)I(X)|SB ’
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duccién El problema Formalismc ermodinamico

De esta forma, dg=dimyE(B) satisface

. .1 1
Jim_ lim ~log ) Bqz/de ~°
a,...,an€{l,...,a} n
Usando la aproximacidén asintdtica
q>(x) < |(G")(x)|"! 1o anterior equivale a

1
lim lim — |Og Z Bl AV N ds = O,
ameon=een ai,...,an€{l,...,a} ’B(G ) (X)’ ¢

donde x es la sucesidén periddica dada por
[a1, ..y an, a1, ..] -
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duccién El problema Formalismo Termodindmico El Teorema

Asi, dimyE(B) satisface la ecuacidn
P(t) =tlogB

como queriamos.
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Para la demostracidén de las dos desigualdades
dimH E(B) < sp , SB < dimH E(B),

la idea es aprovechar la estructura de limsup
que tiene E(B):

F. Pérez (PUC) Borel-Bernstein 12th May 2018
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ccidr ;1 problema Form mo Termodinamico El Teorema

Para la demostracidén de las dos desigualdades
dimH E(B) < sp s ngdimH E(B)7
la idea es aprovechar la estructura de limsup

que tiene E(B):

EB) = () Ufxe(0.1): analx) > B"

N=1n>N

- ﬁ U U xe(01):a(x)=a,1<i<nap(x)>B")

= ai,...,a
N=1n>N a1 n TERS)
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;1 problema Form mo Termodinamico El Teorema

Segunda parte: cota superior

Mostraremos que dimyE(B) <sg. Para t=sg+e¢,
existe una medida cumpliendo la propiedad de
Gibbs

k < w(l(a1, ..., an))
B (G ()7~ exp(—nP(sg + ) + n(s T €)log B)
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ccidr ;1 problema Form mo Termodinamico El Teorema

Segunda parte: cota superior

Mostraremos que dimyE(B) <sg. Para t=sg-+e¢,
existe una medida cumpliendo la propiedad de
Gibbs

k < w(l(a1, ..., an))
B (G ()7~ exp(—nP(sg + ) + n(s T €)log B)

Ademés, tenemos estimaciones para el largo de
J(a1,...,an) (Wang-Wu), asi como también una
estimacién para la derivada del mapeo de Gauss
y sus iteraciones:

1 1 2
,an)| S Bn+1qn(X)2 3 qirz; S

Hlar,.- (RLO)

para todo x € I(a1,...,an)-
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El Teorema

Formalismo Termodinamico

én El problema

La estructura de limsup nos da inmediatamente
un cubrimiento para mayorar la dimensidn de

E(B):
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La estructura de limsup nos da inmediatamente
un cubrimiento para mayorar la dimensidn de

E(B):

HE(E(B)) < liminf 3" 3 [J(an, ... an) |5
n>N ai,...,an

o 1 sg+e€
Sllmmfz Z (B"Hqﬁ)

N 5 sgte
<fpinf3. > <B+1I(G)(x)|)
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El problema El Teorema

por la propiedad de Gibbs obtenemos

Luego,
Gu(l(a1, ..., an))
HET(E(B)) < I|m inf )
= rg\/al,z; exp(—nP(sg +€) + n(SB + ¢€) log B)
< ||m Inf Z exp(—nG) =0
n>N

donde (; >0. De esta forma, dimyE(B)<sg.
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Introduccién El problema Formalismo Termodindmico El Teorema

Cota inferior

Para la cota inferior, usamos la misma
estrategia utilizada por Wang-Wu en [5]:
contruiremos conjuntos E,(B) C E(B) y una
sucesidén de numeros sg, tales que

SB,« < dimH Ea(B) < dimH E(B)

SB = OC|I_)I"T1OO SB,a
y por lo tanto, sg<dimyE(B), completando la
demostracidén del teorema.
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La construccién de los conjuntos E,(B) viene
dada por: sea n, una sucesidén de naturales a
definir. Para a>1, definimos

E.(B) = {x:€[0,1] : 2[B"™] > ap, >[B"¥] +1 para todo k,
o> a;>1 para j# ng}

F. Pérez (PUC) Borel-Bernstein 12th May 2018

oduccién El problema Formalismo Termodindmico El Teorema

28 / 34



La construccién de los conjuntos E,(B) viene
dada por: sea n, una sucesidén de naturales a
definir. Para a>1, definimos

E.(B) = {x:€[0,1] : 2[B"™] > ap, >[B"¥] +1 para todo k,
o> a;>1 para j# ng}

La sucesidén sg, se construye como aproximacioén
a la solucidén de la ecuacidn

P(t) =tlog B
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odinamico El Teorema

Buscamos soluciones a la ecuacidén considerando
finitos simbolos:

B = lim infqt>0:log E |B"g2|7t <0
n—oo
alv"'vane{ly-"va}n
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odinamico El Teorema

Buscamos soluciones a la ecuacidén considerando
finitos simbolos:

B = lim infqt>0:log E |B"g2|7t <0
n—oo
alv"'vane{ly-"va}n

Entonces

lim sg, = s
s B,a B,
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oduccidn El problema Formalismo Termodindmico El Teorema

Para estimar la dimensién de E,(B), utilizamos
el principio de distribucién de masas:

Theorem.

Sea d >0 y pu medida de Borel en E,(B) tal que
para todo €>0 y pu casi todo x € E,(B) existe
C(x,e) >0 tal que para todo r>0

u(B(x,r)) < C(X,e)rd_E

Entonces dimyE,(B) > d.
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Es necesario entonces definir una medida p en
E.(B) satisfaciendo u(B(x,r)) < Cr*8>. Es posible
hacer esto usando la estructura de limsup de

E.(B):

Eo(B) = U o1, 00),

n>1(o1,...,0n)EDp

siendo

D, ={(o1,...,00) e N": [B""] +1 < 0, <2[B"] para todo

1amico El Teorema

k>1, y 1<0;<a, para todo 1<j# ng < n}.

Definiendo g en los intervalos J(oi,...,0,) los
cédlculos para estimar wu(B(x,r)) son complicados.
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oduccién El problema Formalismo Termodindmico El Teorema

Es necesario entonces definir una medida p en
E.(B) satisfaciendo u(B(x,r)) < Cr*8>. Es posible
hacer esto usando la estructura de limsup de

E.(B):

Eo(B) = U o1, 00),

n>1(o1,...,0n)EDp

siendo

D, ={(o1,...,00) e N": [B""] +1 < 0, <2[B"] para todo

k>1, y 1<0;<a, para todo 1<j# ng < n}.

Definiendo g en los intervalos J(oi,...,0,) los
cédlculos para estimar wu(B(x,r)) son complicados.
Una vez que se tiene esto, el principio de
distribucidén de masas implica que

dimy Eo(B) > sn v se concluye la cota inferior.
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